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Introducdo.

Matrizes sdo estruturas matematicas organi-
zadas em forma de tabela com linhas e colunas,
utilizadas na organizagdo de dados e informacdes.
Os calculos manuais envolvendo matrizes séo ex-
tremamente trabalhosos e necessitam atengdo aos
detalhes para ndo ocorrerem erros nas operacoes.
Com o advento da computacdo as matrizes pude-
ram mostrar seu potencial em diversos tipos de
problemas aplicados nos mais variados campos de
conhecimento tais como: Administracdo, Contabi-
lidade, Economia, Engenharias, Informatica, Ma-
temética, Medicina entre outros.

Acreditamos que exercicios computacionais
podem melhorar muito o aprendizado dos discentes
e dar uma nova dimensdo ao ensino e aprendiza-
gem da algebra matricial, oferecendo desta forma
um grande apoio & comunidade que necessita de
matematica aplicada. Este ensaio abordara a arit-
mética matricial de forma préatica, utilizando for-
mulas e fungdes computacionais do software MS
Excel para as operacOes de adicdo e subtracdo,
multiplicacdo por numero real, produto entre ma-
trizes, transposigdo, determinante, inversdo de ma-
trizes e sistemas lineares. Por se tratar de um breve
estudo, ndo faremos demonstracdes matematicas.

Matriz

Denomina-se matriz do tipo m X n (lé-se: m
por n) o conjunto de ndmeros dispostos em um
quadro de m linhas (disposicdo horizontais) e n
colunas (disposicOes verticais) e permitem locali-
zar um nmero por meio de um par ordenado, linha
e coluna. Se uma matriz apresenta apenas uma li-
nha ou uma coluna, chamamos de vetor linha ou
vetor coluna.

Algebricamente, uma matriz A pode ser indi-

cada por:
aiq ain a3 Ain
a21 azz a23 aZTl
A=1d4ds; dasz; dasz a3n
Am1 Ama2 Am3 aan

Podemos ainda representar por: A = (a;;) .
Sendoi €{1,2,3,--,m}ej €{1,2,3,,n}

O elemento q;; é afetado de dois indices on-
de o primeiro (i) indica a linha e o segundo (j) in-
dica a coluna, as quais o elemento a;; pertence.

Para o Excel, matriz € um intervalo de célu-
las. As formulas matriciais séo inseridas de formas
diferentes. Seleciona-se a célula ou as células que
conterdo a formula ou fungdo, em seguida tecla-se
simultaneamente as teclas Ctrl, Shift e Enter
(ctrl+shift+enter), para obter o resultado. Neste
ensaio as matrizes sdo representadas pela area
sombreada.

¢ Adicdo de matrizes

Sejam A e B matrizes, denomina-se matriz
soma de A com B, a matriz C cujos elementos sdo
iguais a soma dos elementos correspondentes de A
e B. SO é possivel somar ou subtrair matrizes se
forem de mesma dimenséo.
A= (aij)mxn’ B = (bij)mxn eC= (Cij)mxn'
SeC=A+ B, entdo Cij = al-j + bl]

Exemplo 1.
Sejam A e B matrizes de vendas no ano 1 e ano 2,
respectivamente e C = A + B. (soma das vendas)

Matriz A
Produto | Jan | Fev | Mar
A 101 | 98| 77
B 76 | 108 | 135
C 49| 56| 66
Matriz B
Produto | Jan | Fev | Mar
A 97 | 121 | 99
B 91 | 143 | 122
C 39| 70| 47

Inserir A na area: B3:D5
Inserir B naarea: G3:1I5
Selecione a area: L3 :N5
Insira; =B3: D5+G3:1I5
Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Matriz C
Produto | Jan Fev | Mar
A 198 | 219 | 176
B 167 | 251 | 257
C 88 126 | 113
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A diferenca entre duas matrizes A e B, do ti-
po m X n (indica-se: A — B), é igual & matriz que
se obtém somando A com a oposta de B.

A—-B=A+(-B)

Exemplo 2.
Com os dados do exemplo 1, calcule a variacéo de
vendas entre osanos2e 1,ouseja, D =B — A

Selecione a area;: 93:S5
Insira; =G3:15-B3:D5
Tecle: Ctr1+Shift+Enter

Matriz D
Produto | Jan Fev | Mar
A -4 23 22
B 15 35 -13
C -10 14 -19

¢ Produto de um namero real por matriz

O produto de um numero real k por uma ma-
triz A é igual a kA, que se obtém multiplicando por
k todos os elementos de A.
SejaA = (aif)mxn eB=kA entio B =k-a;;

Exemplo 3.

Seja A uma matriz que relaciona o produto e seu
respectivo preco em diversas lojas de uma mesma
franquia, ou seja, o preco pode variar dependo da
regido que a loja se encontra. Seja B a matriz que
retorna o preco com acréscimo de 15%.

Matriz A
Produto | Lojal | Loja2 | Loja3 | Loja4
A 15 18 23 27
B 19 22 28 31
C 12 17 21 29

Neste caso basta multiplicar toda a matriz por 1,15.
Use uma nova planilha.

Inserir 1,15 em: B2

Inserir A na area: E3:H5

Selecione a area: K3 :N5

Insira: =B2*E3:H5

Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Matriz B
Produto | Lojal | Loja2 | Loja3 | Loja4
A 17,25 | 20,70 | 26,45 | 31,05
B 21,85 | 25,30 | 32,20 | 35,65
C 13,80 | 19,55 | 24,15 | 33,35

¢ Produto de matrizes

Dado A = (ajx)mxn € B = (bjx)nxp. Define-
se como produto de A por B a matriz C=
(Cif)mxp tal que o elemento ¢;; é a soma dos pro-

dutos da i-ésima linha de A pelos elementos cor-
respondentes da j-ésima coluna de B.

SO € possivel multiplicar duas matrizes
quando o nimero de colunas da primeira for igual
ao numero de linhas da segunda. A resultante do
produto de duas matrizes € formada pelo nimero
linhas da primeira e 0 nimero de colunas da se-
gunda matriz.

Dado que A € 2x3 e B € 3x2, entdo C = AB é 2x2.
B

A —t—
—_—A X
[a1 a, a; 1 N ~
X |X2 Y21 =
b, b, b3 Xs Vs

C
_[@aX1 + X +azX3  a1y; +azy; +azys
bix1 + byxy + b3xs  byy; + by, + b3y

Propriedades

e A(BC) = (AB)C (associativa)

e A(B+ C) = AB + AC (distributiva a direita)

e (B+ C)A = BA + CA (distributiva a esquerda)

e AB + BA (ndo é comutativa, exceto se A e B
forem comutaveis)

Funcéo:
=MATRIZ .MULT (matrizl;matriz?2)
Retorna o produto matricial de duas matrizes.

Exemplo 4.
(Weber, 2001) Sejam A e B matrizes, calcule C =
A-BeD=B-A.

Matriz A Matriz B
-1 -2 -2 3 1 0
1 2 1 1 -1 2
-1 -1 0 0 2 1

Use uma nova planilha.

Inserir A na area: A2 :C4

Inserir B na area: E2 : G4

Selecione a area: 12 :K4

Insira; =MATRIZ.MULT (A2:C4;E2:G4)
Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Selecione a area: M2 : 04
Insira; =MATRIZ.MULT (E2:G4;A2:C4)
Tecle: Ctrl+Shift+Enter
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Matriz C Matriz D
-5 -3 -6 -2 -4 -5
5 1 5 -4 -6 -3
-4 0 -2 1 3 2
Exemplo 5.
(Weber, 2001) Sendo A e I matrizes.
Calcule B = A% — 11A + 10I.
Matriz A Matriz I
5 4 -2 1 0 0
4 5 -2 0 1 0
-2 -2 2 0 0 1

Use uma nova planilha.

Inserir -11 em: A1

Inserir 10 em: E1

Inserir A na area: A4 :C6

Inserir I na area: E4: G6

Selecione a area: I4:K6

Insira:

=MATRIZ.MULT (A4:C6;A4:C6)+A1*A4:C6
+E1*E4:G6

Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Matriz B
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Exemplo 6.

Consideremos A matriz que mostra a quantidade de
alguns componentes eletrénicos necessarios para a
montagem de aparelhos televisores.

Matriz A
Televisor | Pecax | Pecay | Pecaz
A 12 8 40
B 18 4 60
C 10 6 50
D 12 4 56

Consideremos B matriz que indica o preco unitario
destes componentes em determinada loja.

Matriz B
Peca | LojaL | LojaM | LojaN
X $40 $45 $42
y $30 $32 $55
z $20 $28 $25

Observe que A é 4x3, enquanto que B é 3x3, por-
tanto satisfaz a condicdo necessaria e suficiente
para o produto entre elas e o resultado é uma ma-
triz 4x3.

Seja C matriz que indica o preco de cada televisor
formado pelos componentes procedentes de sua
respectiva loja, ou seja, C = A - B.

Use uma nova planilha.

Inserir A na area: B3:D6

Inserir B na area: G3:1I5

Selecione a area: L3 :N6

Insira: =MATRIZ .MULT (B3:D6;G3:1I5)
Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Matriz C
Televisor | LojaL | LojaM | LojaN
A $1.520 | $1.916 | $1.944
B $2.040 | $2.618 | $2.476
C $1.580 | $2.042 | $2.000
D $1.720 | $2.236 | $2.124

¢ Matriz transposta

Seja uma matriz A de ordem m X p. Uma
matriz B de ordem p X m cujas linhas sdo as colu-
nas de A, e as colunas s&o as linhas de A, A matriz
B ¢ dita transposta de A é indicada por AT.

Funcao:

=TRANSPOR (matriz)

Retorna a matriz transposta da matriz armazenada
no intervalo de célula correspondente.

Exemplo 7.
(Bourg, 2006) Dado a matriz A, encontrar AT
Matriz A Matriz AT
2 3 -4 2 3 4
3 -1 -2 3 -1 -7
4 -7 -6 -4 -2 -6

Use uma nova planilha.

Inserir A na area: A2 :C4
Selecione a area: E2 : G4
Insira;: =TRANSPOR (A2 :C4)
Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Exemplo 8.
(Silva e Abrdo, 2008) Dado a matriz B, encontrar
BT

Matriz B
Regito _ _Lavou ras ’
Soja Milho  Cana de agUcar
Norte 100 150 180
Nordeste 80 70 60
Sudeste 120 40 40
Noroeste 80 80 80
Centro 80 120 100

Use uma nova planilha.
Inserir B na area;: B4 : D8
Selecione a area: G4 : K6
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Insira;: =TRANSPOR (B4 : D8)
Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Matriz BT
Lavouras Regiéo
Norte Nordeste Sudeste Noroeste Centro
Soja 100 80 120 80 80
Milho 150 70 40 80 120
Cana de
aciicar 180 60 40 80 100

Observe que a matriz B é 5x3, portanto BT é uma
matriz 3x5.

+ Determinante de uma matriz quadrada

O determinante € um numero derivado dos
valores dos elementos da matriz. Os determinantes
de matriz sdo frequentemente usados para resolver

sistemas de equacGes matematica que envolve di-

versas variaveis. (Bloch, 2004)

Propriedades

¢ O determinante é nulo.

° Quando todos os elementos de uma de suas fi-
las sdo nulos.

© Quando possui duas filas paralelas iguais ou
proporcionais.

© Quando uma de suas filas é uma combinacéo
linear de outras filas paralelas.

e O determinante muda de sinal quando se trocam
as posicoes de duas filas paralelas.

e Quando se multiplica (ou divide) uma fila de um
determinante por um ndmero, 0 novo determi-
nante fica multiplicado (ou dividido) por esse
namero.

Funcéo:
=MATRIZ.DETERM (matriz)
Retorna o determinante de uma matriz quadrada.

Exemplo 9.
(Bronson, 1993) Dado a matriz A, encontrar
det(A)

Matriz A
16 -3 5 -8
-3 16 -5 -8
5 -5 24 0
-8 -8 0 21

Use uma nova planilha.

Inserir A na area: A2 : D5

Selecione célula: F2

Insira: =MATRIZ.DETERM (A2 :D5)
Tecle: Enter

det(A) =58.870

Exemplo 10.
(Bronson, 1993) Dado a matriz B, encontrar
det(B)

Matriz B
11 -3 5 -8
-3 11 -5 -8
5 -5 19 0
-8 -8 0 16

Use uma nova planilha.

Inserir B na area: A2 : D5

Selecione célula: F2

Insira: =MATRIZ.DETERM (A2:D5)
Tecle: Enter

det(B) =0

Exemplo 11.
(Souza e Clemente, 2007) Dado a matriz C, encon-
trar det(C)

Matriz C
0,8889 | -0,1111 | -0,0455 | -0,0182 | 0 [0] 0 | O
-0,0667 | 0,9333 | -0,0227 | -0,0364 | 0 |0| 0 | O
-0,2222 | -0,2222 | 09773 [ -00727 | 0 [0]| 0 [ O
-0,1111 | -0,1111 | -0,2273 [ 0,9636 | 0 |0 | 0 | O
-0,0667 | -0,0667 | -0,0455 | -0,0909 | 1 |0| 0 [ O
-0,1778 | -0,1778 | -0,3182 | -0,3818 | -02 [ 1| 0 [ O
-0,1556 | -0,1556 | -0,1364 | -0,2727 | 05 |0 | 12 | O
-0,0889 | -0,0889 | -0,1818 | -0,0909 | -0,3 [0 | 0 | 1

Use uma nova planilha.

Inserir C na area: A2 : H9

Selecione célula: J2

Insira; =MATRIZ.DETERM (A2 :HO)
Tecle: Enter

det(C) = 0,7369

¢ Matriz inversa.

Seja A matriz de ordem n. A matriz B, de
mesma ordem que A, denominamos inversa de A
se 0 produto delas for a matriz identidade I,,.

A-B=B-A=1,
A matriz B, inversa de A é indicada por A~1,
Portanto A-A"1=A"1-A=1,

Propriedades

° (A—l)—l =A

e(A-B)1=B1-A71

° (AT)—l — (A—l)T

e Sendo A e I de ordem n, a inversa A~1 sera tam-
bém de ordem n.

e Se det(A) # 0, entdo existe A~ e a matriz ¢ dita
invertivel.

e Se det(A) = 0, entdo A~! ndo existe, isto &, a
matriz A ndo é invertivel, neste caso a matriz A é
dita matriz singular.
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Funcéo:

=MATRIZ.INVERSO (matriz)

Retorna a matriz inversa da matriz armazenada no
intervalo de célula correspondente.

Exemplo 12.
Calcule a inversa da matriz A. Observe que a ma-
triz inversa de A também é 4x4.

Matriz A
-1 0 0 0
2 -2 0 0
3 1 -2 0
1 -1 3 3

Use uma nova planilha:

Introduza a matriz A em: A2 : D5.

Selecione célula: F2

Insira: =MATRIZ.DETERM (A2 :D5)

Observa-se que o determinante € diferente de zero,
portanto a matriz admite inversa.

Selecione célula: H2 : K5

Insira; =MATRIZ.INVERSO (A2:D5)

Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Usando formatacgdo de nimeros pode-se apresentar
sob forma de fracéo.

Matriz A1
-1 0 0 0
-1 - 1/2 0 0
-2 -1/4 | - 1/2 0
2 1/12 1/2 1/3

Exemplo 13.
Calcule a inversa da matriz B. Observe que a ma-
triz inversa de B também é 4x4,

Matriz B
-13 11/2 712 -1/2
0 1/2 -1/2 1/2
8 =712 -3/2 -1/2
1 -1/2 -1/2 1/2

Use uma nova planilha:

Introduza a matriz B em: A2 : D5.
Selecione a area: H2 : K5

Insira: =MATRIZ.INVERSO (A2:D5)
Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Matriz B~1
2 2 3 3
2 3 3 2
5 3 7 9
3 2 4 7

Exemplo 14.

(Souza e Clemente, 2007) Calcule a inversa da
matriz C.

Observe que a matriz inversa de C também ¢é 8x8.

Matriz C

0,8889 | -0,1111 | -0,0455 | -0,0182 | 0 |0 ] 0 | O
-0,0667 | 0,9333 | -0,0227 | -00364 | 0 |0 | 0 | O
02222 | -0,2222 | 09773 | -00727 | 0 |[0]| 0 | O
-0,1111 | -0,1111 | -0,2273 | 09636 | 0 |0 | 0 | O
-0,0667 | -0,0667 | -0,0455 | -0,0009 | 1 |0 | 0 | O
-0,1778 | -0,1778 | -0,3182 | -0,3818 | 02 [ 1| 0 | 0
-0,1556 | -0,1556 | -0,1364 | -0,2727 | 05 |0 | 1 | O
-0,0889 | -0,0889 | -0,1818 | -0,0909 | 03 [0 | 0 | 1

Use uma nova planilha:

Introduza a matriz C em: A2 : HO.

Selecione a area: J2:09

Insira; =MATRIZ.INVERSO (A2 :H9)

Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Matriz C~1

1,1571 | 0,1571 | 0,0651 | 0,0327 olo] o o
0,0985 | 1,0985 | 0,0409 | 0,0464 olo| o o
0,3015 | 0,3015 | 1,0670 | 0,0976 olo| o o
0,2159 | 0,2159 | 0,2639 | 1,0699 olo| o o
0,1171 | 0,1171 | 0,0796 | 0,1070 1({ofl 0] 0
0,4250 | 0,4250 | 0,4750 | 0,4750 | 0,2 1] 0| O
0,3539 | 0,3539 | 0,2738 | 0,3709 | 05| 0| 1| O
0,2212 | 0,2212 | 0,2513 | 0,1541 | 03[0 | 0| 1

¢ Sistemas lineares
Sistemas Lineares sdo conjuntos de equagdes
associadas entre elas que apresentam a forma a
seqguir:
a11X1 + A%, + -+ aypX, = by
Ay1X1 + AppXy + -+ AypXy, = by

A1 X1 + QX + -+ Qn Xy = by

Abordaremos apenas o método utilizando a
matriz inversa dos coeficientes das varidveis, dessa
forma podemos associar ao sistema linear dado as
seguintes matrizes.

Seja A a matriz dos coeficientes, X o vetor
das varidveis e B 0 vetor dos termos independen-

tes.
A X B
—~—— —~
a1 Qqp -+ Qqpn X1 b;
Az1 Q2 -+ Au2| [X2| _ | by
A1 Q11 7 Al | Xn b,

Podemos escrever o sistema linear na forma
matricial, ou seja, AX = B.
Admitindo a existéncia da inversa de A, temos:
Al1-AX=A"1-B
Lembrando que A™1-A =1
TemosX=A"1-B
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A solucéo do sistema é bastante simples, bas-
ta multiplicar a matriz inversa da matriz A dos coe-
ficientes das variaveis pelo vetor coluna B dos ter-
mos independentes. Este processo tem a vantagem
de encontrar solucdo para diversos valores dos
termos independentes sem a necessidade e alterar a
matriz dos coeficientes.

Exemplo 15.
(Bronson, 1993) Resolva o sistema abaixo.
1 1 1

Exl +§x2 +Z.X3 +§X4 = 10
1
§X1 +ZX2 +§X3 +€x4 =11

1 1 1 1
le +§X2 +EX3 +7X4 =12
1

kgxl +€X2 +;x3 +§x4 = 13

Seja A matriz dos coeficientes e B o0 vetor de ter-
mos independentes, portanto se o determinante de
A for diferente de zero, entdo o vetor X, solucdo do
sistema, é dado por:

X=A1-B

A B
12 | 13 | 14 | 1/5 10
13 | 14 | 15 | 1/6 11
14 | 15 | 1/6 | 1/7 12
15 | 1/6 | 1/7 | 1/8 13

Use uma nova planilha:

Introduza a matriz A em: C2:F5

Introduza a matriz B em: H2 : H5

Selecione a area: A2 : A5

Insira:

=MATRIZ.MULT (MATRIZ.INVERSO (C2:F5)
;H2 :HD)

Tecle: Ctrl+Shift+Enter

XT
-10.920 | 7.000 |

-560 | 4.860

Exemplo 16.

(Steinbruch e Winterle, 1987) Resolver o sistema
linear nos seguintes casos:

a)Parab; =5; b, =3;b;=12eb, =10

b) Parab; = —8; b, = —4;b;=—-9 eb, = 8

—2X1 — Xp + 2x4 = by
3x1 +x, — 2x3 — 2x4 = b,
—4x; — Xy + 2x3 + 3x4 = bs
3x1 + X, —x3 —2x4 = by

Seja A matriz dos coeficientes e B o vetor de ter-
mos independentes, portanto se o determinante de
A for diferente de zero, entdo o vetor X, solucdo do
sistema, é dado por:

X, =A1-B;

X, =A"1-B,
A B, B,
2| -1 ] 0 2 5 -8
3 1 | -2 | -2 3 -4
4 | -1 | 2 3 12 -9
3 1 | -1 ] -2 10 8

Use uma nova planilha:

Introduza a matriz A em: E2 : H5

Introduza a matriz B; em: J2:J5

Introduza a matriz B, em: L2 : .5

Selecione a area: A2 : A5

Insira:

=MATRIZ.MULT (MATRIZ.INVERSO (E2:H5)
;J2:3J5)

Tecle: Ctrl+Shift+Enter

Selecione a area: C2:C5

Insira:

=MATRIZ.MULT (MATRIZ.INVERSO (E2:H5)
;L2:L5)

Tecle: Ctrl+Shift+Enter

X1
| 22 | 25 | 7 | 371 |
X2
| 12 | 18 | 12 | -1 |
Exemplo 17.

Uma empresa de incorporacdo imobiliaria esta in-

vestindo em condominios de casa. Para isso, adqui-

riu recentemente trés grandes terrenos em locais

diferentes, com 10.120m?, 13.790m? e 10.660m?2.

Para facilitar seu trabalho, dividiu cada um dos

terrenos com lotes de trés tamanhos diferentes para

a venda, sendo que a diviséo ficou da seguinte ma-

neira:

e Condominio A: 12 lotes de tamanho 1; 10 lotes
de tamanho 2 e 8 lotes de tamanho 3.

e Condominio B: 7 lotes de tamanho 1; 18 lotes de
tamanho 2 e 13 lotes de tamanho 3.

e Condominio C: 8 lotes de tamanho 1; 12 lotes de
tamanho 2 e 10 lotes de tamanho 3.

Determinar o tamanho de cada um dos lotes.
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Seja x, y e z 0 tamanho dos lotes 1, 2 e 3, respecti-
vamente, temos.
12x + 10y + 8z = 10120

7x + 18y + 13z = 13790
8x + 12y + 10z = 10660

Seja A matriz dos coeficientes e B o vetor de ter-
mos independentes, portanto se o determinante de
A for diferente de zero, entdo o vetor X, solucdo do
sistema, é dado por:

X=A1-B
A B
12 | 10 8 10120
7 18 | 13 13790
8 12 | 10 10660
Use uma nova planilha:
Introduza a matriz A em: C2 :E4
Introduza a matriz Bem: G2 :G4
Selecione a drea: A2 :24
Insira:
=MATRIZ.MULT (MATRIZ.INVERSO (C2:E4)
;G2:G4)
Tecle: Ctrl+Shift+Enter
xT
| 260 | 340 | 450 |

Considerac0es finais.

O presente trabalho procurou apresentar as
principais fungdes matriciais e interagdes ente elas,
aplicadas de forma direta nas operacGes com ma-
trizes, entretanto outras fungdes e ferramentas es-
tdo associadas ao calculo matricial tais como:
somarproduto, somaquad, somax2sy2,
somax2dy2, somaxmyZ2, atingir meta,
solver, entre outras. Observa-se que as matrizes
apresentam uma estrutura na qual é possivel sele-
cionar qualquer elemento do seu escopo, se for

conhecido linha e coluna desse elemento, portanto
ha& indmeras funcdes que utilizam a estrutura ma-
tricial para localizar e gerenciar dados e informa-
cOes, dentre elas podemos citar: procv, proch,
desloc, indice, ordem, corresp, tabela,
tabela dindmica, infodadostabeladi-
namica, entre outras. Esperamos por esse estudo
contribuir para alunos ou profissionais que preci-
sam utilizar matrizes em suas tarefas rotineiras,
sejam eles das areas de exatas, humanas, salde,
negocios ou mesmo de areas da educacao.
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