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Introducéo

Na busca por estratégia para solucionar pro-
blemas que envolvem equacdo quadrética, seja em
concurso, olimpiadas de matematica ou na escola re-
gular precisamos de ferramenta que otimize o pro-
cesso de calculo.

Este ensaio abordard as principais relacoes
que envolvem os coeficientes (parametros) e as rai-
zes de uma equacdo do segundo grau ou equacao
quadratica visando disponibilizar ferramentas tanto
aos candidatos a concurso, quanto aos professores
gue em suas multiplas atividades e pouca carga ho-
raria muitas vezes ndo tém tempo para um aprofun-
damento dos contetidos programaticos.

Os pré-requisitos utilizados neste estudo sdo
0s conteudos de poténcia, produtos notaveis e fato-
racdo, temas que geralmente sdo abordados na es-
cola regular, nos livros didaticos ou apostilas. Esses
contetidos permitem desenvolver relagdes ou ferra-
mentas que agilizam o processo de calculo na solu-
c¢do de diversos tipos de problemas que permeiam os
concursos publicos, olimpiadas de matematica, li-
vros didaticos e testes de raciocinio légico no nivel
do ensino fundamental.

Equacdo quadratica: relagbes entre coeficientes
e raizes.

Dada a equacdo ax? + bx +c =0, e a # 0,
temos:

Sendo A= b? — 4ac

¢ Soma entre as raizes.
—b++A N —b—+A

2a 2a
—2b
X1+ x; = ﬁ

S=x+x,=—-—
1T X2 2

x1+x2=

+ Produto entre as raizes.

= () (T

4q?

A — b?
x1 x2=_ 4a2

b? — 4ac — b?
xl'xz—_ 4a2

—4ac
xl-x2=—(4a2)

C
P=x1'x2—a

Existe uma relagéo entre as raizes de um poli-
ndmio e seus coeficientes (gracas & decomposicao
em fatores que causam essas raizes).

Seja o polinémio ax? + bx + ¢ = 0, sendo 1,
e r, as raizes do polinbmio, temos:

x2 = +r)x+ (1) =0
Formulas de Cardano-Viéte. Tirado (2109, p.41)

| - Caso: O coeficiente a = 1.
Dada a equagdo x? + bx + ¢ = 0, observa-se
que a = 1. Logo podemos escrever:
{xl +x,=-b
X1"Xy =C
Portanto as raizes sdo dois nimeros que satisfagam
a condicao de soma e produto.

Exemplo 1.
Calcular as raizes da equagdo x? — 5x + 6 = 0
Solucdo:

Usando a relagdo soma e produto, temos que encon-
trar dois nUmeros cuja soma seja 5 (oposto de -5) e
0 produto seja 6. A partir de uma breve tentativa te-
2)+@B)=5

MOosS: {(2) % (3) —6

.Logo x; =2 oux, = 3.

Exemplo 2.

Calcular as raizes da equagdo x% + 9x + 14 = 0
Solucdo:

Usando a relagdo soma e produto, temos que encon-
trar dois nimeros cuja soma seja (—9) (oposto de 9)
e 0 produto seja 14. A partir de uma breve tentativa
(-2)+(=7)=-9

(-2)x (=7) =14"

Logox; = =2 oux, = —7.

temos: {
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Il - Caso: O coeficiente a # 1.

Dada a equagdo ax? + bx + ¢ = 0, tal que
a # 1, ndo devemos aplicar o processo anterior,
pois ndo seria pratico ter como resultado da soma ou
do produto entre as raizes valores fracionarios.
Neste caso vamos usar um artificio: dada a equacao
ax? + bx + ¢ = 0, chamemos de equacdo primi-
tiva, vamos transformar em uma outra equagao, a
qual chamaremos de equacdo transformada, onde o
coeficiente do primeiro termo seja 1 e o termo inde-
pendente seja o produto (ac).
Equacéo primitiva: ax? + bx + ¢ = 0
Equacédo transformada: x? + bx + ac = 0

Observe que as raizes da equacgdo transfor-
mada podem ser encontradas usando o processo do
caso anterior.
Equacdo transformada x? + bx + ac = 0.

( ,_—b+\/b2—4ac
<x - 2
,  —b—+Vb?—4ac
x' =
\ 2

Equacdo primitiva ax? + bx + ¢ = 0.

( 1 <—b + Vb2 — 4ac>
X1 =—
a 2

27y 2

Observe que os valores entre parénteses sao raizes
da equacdo transformada.

1 (—b —Vb?% — 4ac)

4

12}
X1 =—X
a

ou X, =—X
a

Logo as raizes da equacdo primitiva € a razdo entre
as raizes da equacao transformada e o coeficiente a
da equacdo primitiva.

Exemplo 3.

Calcular as raizes da equacdo 6x? — 5x + 1 = 0.
Solucéo:

Equacdo transformada: x> —5x + 6 = 0

Vimos que as raizes dessa equagdo séo os valores 2
e 3. Portanto as raizes da equacao primitiva séo:

2 1 3 1
x1=g=>x1=§ ou xzzgﬁxzzz

Exemplo 4. (WMTC/2014)

5x% +1001x + 1025 =0

1025y2 + 1001y +5=10

o valor para x/y.

Solucéo:

Transformando ambas equagdes temos.
{xz + 1001x + 5125 =0
y2+ 1001y + 5125 =0

Sexy#1le { encontre

Agora as equagdes possuem as mesmas raizes.
Sejamres ralzes das equagoes transformadas
T‘

Temos x, = ’yl To2s’ X2 = ’yz 1025

Usaremos apenas uma das ralzes pois o resultado €
0 mesmo.

r
x 1025
—=—=c" = 205
y 5 r

1025

Exemplo 5.(CN/1986)

A média harmbnica entre as raizes da equacdo
340x% —13x — 91 = 0 €:

Solucdo:

A média harmdnica entre os valores x; e x, é dado
por:

le - x2 2P
mh = =—

X1 +x, S

91

2(-5m) 201

mh = = =—14
(ﬁ) 13
340

Exemplo 6.

Determine k na equagdo x? — 4x + k = 0 sendo r

e s suas raizese sendo sS - r" - s” - rS = 256.
Solucado:
§S-sT T rS =256 = 5"t . TS = 256

(s-7)'*5 = 256 = PS = 256 = k* = 44
Logok =4

Exemplo 7.
Mostre a composic¢ao da equacdo quadratica conhe-
cida suas raizes e utilize a relacdo para compor a
equacdo cujas raizes sdo 3 e —6.
Solucao:
Dada a equagdo ax?+ bx +c =0, sendo a # 0,
dividindo a equagéo por a,temos:

, b c

x*+—-x+—-=0
a a

Sabemos que (b/a) = —-Se(c/a) =P
Temos x> —Sx+P =0
Sendo S e P, soma e produto das raizes, respectiva-
mente.
S=x1+x,=3+(—6)=-3
P=x;-x,=3-(—6)=—18
Composicéo.
x> —=Sx+P=0=>x>+3x—-18=0

¢ Diferenca entre as raizes.

_(=b+VA\ [(=b—-+A
e )
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_—b+VA+b++A
X1 Xy = 2a
_2VA
X1 Xy = 2a
_ VA
X1 — X2 = a
Exemplo 8.

A média aritmética de dois nimeros positivos é 13
e a média geomeétrica é 12. A diferenca entre esses
nameros é:

Solucéo:
Sejam o0s nimeros x; e x,, tal que:
X1 + Xy

2 =13=>X1+x2=26

w/xl'xz = 12 :>x1'x2 = 122 = 144
Compondo a equagdo: x? — 26x + 144 = 0

VA J(-26)2—4-1-144
T a 1

X1 — X2

x1 - xz =4 262 - 24‘2
X1 — X = /(26 + 24)(26 — 24)
x1 - xz =Y 100

xl_szlo

Exemplo 9.
As raizes da equacgdo 2x2 —x — 16 =0sdor e s,
(r > s). O valor da expressdo abaixo é:
4 _ 4
r S
r3+7r?s+rs? +s3

Solucéo:

r* —s* (@ +52)(? =%
r34+r2s+rs2+s3  (r24s2)(r+s)
_@*=5") (+s)r—s)

T (r+s) (r+s)
VA J(-1)2-4-2-(-16)
ST T 2
V129
r—s=——0
2
Exemplo 10.

Sejam r e s raizes da equacdo x? — 2x + m = 0.
O valorde m € R, paraque r? — s? = 2 é:
Solucéo:

r’2—s?=Ur+s)r—-s)=2

(2)(7)-

2((-2)2=4-1-m) =2(+2)
4—-4dm=1=>4m =3
3

mzz

& Soma entre os inversos das raizes.

Seja S e P asoma e o produto entre as raizes, temos.
1 1 x+x, S

X1 X2

xl'xz P

Exemplo 11.

Calcule a soma dos inversos das raizes da equacgédo
x> +4x+1=0

Solucdo:

1 1 S 1 1 -4 1 1
—F—=——4—=—2—4+—=—4
X1 X, P x4 xy 1 X1 Xy

Exemplo 12. (WMTC/2018)
Para a =1,2,3,:--,2018, as raizes da equacao

x> —=2x—a*—a=0, a>0 sd0
g, B1, 0z, B2, a3, B3, *+, Az018, B2018: ENtEO
1 1 1 1 1 1 1 1
—+—+—+—F+—+—+ -+ + =
261 ~B1 a B az PBs 02018 B2o1s
Solucdo:

Podemos escrever a equacdo na forma:
x> —2x—ala+1)=0
Sendo seus coeficientes:
a=1,b=-2;c=-ala+1)
Sabe-se que:

1 1 S 2

—_—t ===
a B P a(a+1)
Portanto para os valores: a = 1, 2,3, :-+,2018, te-
mos.
-2 -2 =2 —2
1-2+2-3+31-4+ 1+2018-201<%_

=_2(1-2+2-3+3-4+'"TL2018-2019>
Cada fracdo do paréntese € do tipo:

b—a_l 1

a-b a b

Observe.

2—1+3—2+4—3+ +2019—2018
1-2 23  3-4 2018-2019
Temos:

_ 2(1 1+1 1+1 1+ N 1 1)
B 1 272 373 47 772018 2019
_ 2(1 1 )

B 1 2019

B (2018)_ 4036
- 2019/ 2019

¢ Soma entre os quadrados das raizes.
x2+x2=(x; +x)2—2x; - x, =52 —2P

Exemplo 13.
Calcule a soma dos quadrados das raizes da equagéo
x2+5x+2=0.
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Solucao:
xi+x3=S%-2P
xZ+x2=(-5)?%-2-2
xt+xf=25—-4=21

Exemplo 14.

Calcule m para que a soma dos quadrados das raizes
daequacdo x? — mx + 2m + 4 = 0 sejaigual a 13.
Solucéo:

xi+x2=52-2P=13

m? —-2(2m+4) =13

m?2—4m—21=0

Resolvendo por soma e produto temos.
m;=70um, =-3

Exemplo 15.

Calcule a de modo que a soma dos quadrados das
raizes de x2 + (a — 5)x — (a + 4) = 0 seja igual a
17.

Solucao:

§2—-2P =17

[—(a—5)]* - 2[-(a +4)] =17
(a—5?%+2(a+4) =17

a’?—10a +25+2a+8 =17

a’?—8a+16=0

(a —4)? =0, logo a = 4 (raiz dupla)

+ Soma entre os inversos dos quadrados das raizes.

1 N 1 x{+xi S*-2P
xf x2 (0 x)? P2
Exemplo 16.

Calcule a soma dos inversos dos quadrados das rai-
zes da equacdo x? — (a + b)x + ab = 0.

Solucao:

TemosS =a+beP =ab

1 1 S?2-2P

TR

1 1 (a+b)*—2ab

2 xz (ab)?

1 1 a®+2ab+b*-2ab
AT aZb?

1 1 a?>+b?

22T Tar

Exemplo 17.

Se x, e x, SA0 raizes da equacao
ax? + bx +c =0, com a # 0, entdo a expressdo
abaixo vale:

X1 X

J— + —

X2 X

Solucao:
2 2 2
X1 Xy xi+x; S“—2P
x2 x1 xl'xz P
() -2
w,n_\"a) ~*\g
Xy X <
a
b? 2c ,
X1 X2 g2 a X1 X3 b°—2ac a
__|__=T — 4 == > . —
Xy X1 < Xy X1 a c
a
x; X, b?-—2ac
Xy X1 ac

+ Soma entre os cubos das raizes.
x3+x3 = (x + %)% — 3x; - x,(x1 + x3)
x3+x3 =53-3PS

Exemplo 18.

Determine a soma dos cubos das raizes de
x>=2x+3=0.

Solucéo:

x3+x3 =853-3PS

x3+x3=23-3-3-2

x}+x3 =8-18

x4+ x3 =—-10

& Soma entre os inversos dos cubos das raizes.

1 N 1 x{+x3 S*-3PS
3 x3 (x0x)3  P3
Exemplo 19.

Determine a soma dos inversos dos cubos das raizes
dex?—-2x—-3=0.

Solucdo:

1 1 S3-3PS

1 1 2°-3-(=3)-2
YT e
1 1 26

A T

Exemplo 20. (CN/2009)

A menor raiz da equagdo ax? + bx + ¢ = 0, com
abc # 0, ¢ a média geométrica entre “m” e a maior
raiz. A maior raiz ¢ a média geométrica entre “n” e
a menor raiz. Pode-se afirmar que “m+n” ¢
expressor por:

Solucado:

Seja x; e x, raizes da equacao e x; > x,
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2
X2
X, = Jm-x; x5 =m-x, >m=—

X1
x§
X1 =N X DX =N"X, DN =—
1 2 1 2 X,
m+n=—+—=S>m+n=
X1 X3 X1 X2
N S3 — 3PS
m+4n=
P

m+n= (Q)
a
b3  3bc
Btz —b3 + 3abc a
m+n= - >mtn=———s—--
< a c
a
3abc—b3
m+n= >
a?c

¢ Equac0es equivalentes.

Dizemos que duas equacdes sdo equivalentes
quando possuem as mesmas raizes.
ax?+bx+c=0
px’+qx+r=0

Se duas equagdes sdo equivalentes entdo pos-
suem um fator de proporcionalidade entre seus coe-
ficientes.

Dada as equacges {

r p = ka
ZZ%:?H{FH}
r =kc

Sendoa;bec#0

ax®+bx+c=0(D)
kax? + kbx + kc = 0 (1)
Na equagéo I, temos:

Sejam as equagdes {

—b +Vb?% — 4ac
x =
2a

Na equagéo Il, temos:
o Z(kb) £ J(b)? — 4+ (ka) - (k)

2(ka)
B —kb + Vk2b?2 — 4 - ka - kc
= 2ka
_ —kb + k?(b? — 4ac)
= 2ka
B —kb + kVb?% — 4ac
= 2ka
k(—=b + Vb% — 4ac)
X =
2ka
—b +Vb?% — 4ac
x =
2a

Observa-se que as duas equacdes possuem as mes-
mas raizes.

Exemplo 21.

3x2—-5x+2=0
9x2 —15x + 6 =10
equivalentes, mostre a proporcionalidade entre os
seus coeficientes.

Solucdo:

Sendo as  equacOes {

3 -5 2 1

9 —-15 6 3

Esse resultado mostra que se multiplicarmos a se-
gunda equacéo por (1/3) gera a primeira equagéo.
Observa-se que a primeira equacao esta na forma ir-
redutivel, pois seus coeficientes sdo nimeros primos
entre si.

Exemplo 22.
Calcular (m —n) sabendo que as equacOes
{(Zm +Dx?-—Bm—-1Dx+2=0 sio equiva-
n+2)x?2—Cn+1Dx—-1=0

lentes:
Solucéo:
2Zm+1 —-Bm-1) 2
n+2 —-Cn+1) -1
ou
2m+1 3m-1 5
n+2 2n+1
Temos.
2m+1

=—-2>2m+2n=-5
n+ 2
s 3mtan=—1
m+1 m i " _2 -

. m+2n=—

Resolvendo o sistema {Bm tdn = —1'

Temosm =—-9en =13/2
13 31

m—-n=-9 > >
¢ Equacdes com uma raiz comum.

Teorema. Se o é raiz dos polinémios f e g,
entdo o é uma raiz do mdc (f, g). lezzi (1993,
p.188)

« fax?+bx+c=0
Dada as equacdes {pxz baxtr=0

Pela condicdo dos polindmios possuir uma
raiz comum, podemos afirmar que 0s mesmos nao
sdo primos entre si, ou seja, 0 mdc é diferente de um.
Usando o algoritmo de Euclides ou método das di-
visdes sucessivas, podemos calcular a relacdo entre
os coeficientes das equagdes.
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ax* +bx +c [ px®+qx +7
, aq ar a
—ax?——x—— -
: p P p
—a cp —ar
(p qx+ P )
p p

bp —a cp — ar
p qx+p

x2+qx+r
p q > .
— z_wx p? x pq(bp — aq) — p*(cp — ar)
bp — aq bp —aq (bp — aq)?
q(bp — aq) — p(cp — ar)
xX+r
bp — aq
_ q(bp —aq) —p(cp — ar)x B [pq(bp — aq) — pz(cp — ar)l(ep — ar)
bp = aq p(bp — aq)?
(Pr(bp —aq)® — [pq(bp — aq) — p*(cp — ar)](cp — ar))
p(bp — aq)?
Polindmio A: ax? + bx +c
Polinbmio B: px® 4 qx +r
. a
Quociente 1 (Q,): »
bp —a cp — ar
Resto 1 (Ry): p~aq9 4+
p p
2 bp — 2 _
Quociente 2 (Q,): —b—»x +pq( p—aq)—p (ch ar)
bp —aq (bp — aq)
bp — aq)? — [pq(bp — aq) — p?(cp — _
Resto 2: (R,): pr(bp — aq)” — [pq(bp — aq) 129 (cp —ar)](cp — ar)
p(bp — aq)
Ql QZ
A B Rl
Ry R,

Observa-se que no segundo resto aparecem apenas constantes, portanto ndo podemos continuar a
divisdo. A condicdo necesséria e suficiente para que R, seja 0 maior divisor comum entre os polindmios é
que R, seja nulo.

pr(bp — aq)* — [pq(bp — aq) — p*(cp — ar)](cp —ar) = 0
pr(bp — aq)® — [pq(bp — aq)(cp — ar) — p*(cp — ar)?] = 0
pr(bp — aq)?® — pq(bp — aq)(cp — ar) + p*(cp —ar)* = 0
p(bp — aq)[r(bp — aq) — q(cp — ar)] + p*(cp — ar)* =0
p(bp — aq)[bpr — aqr — cpq + aqr] + p*(cp —ar)* = 0
p(bp — aq)[bpr — cpq] + p*(cp —ar)* =0
p(bp — aq)[p(br — cq)] + p*(cp — ar)®> =0
p2(bp — aq) (br — cq) + p*(cp — ar)? = 0(= p?)

(bp —aq)(br —cq) + (cp —ar)?> =0
(cp — ar)? = —(bp — aq)(br — cq)

(cp — ar)? = (aq — bp) (br — cq)
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Para uma melhor memorizag¢do vamos permu-
tar os termos do primeiro membro, assim como 0s
fatores do segundo termo de cada binémio.

(a-r=p-c)?=(a-q-—p-b)b-r—q-c)

Exemplo 23.
x2+x+a=0
x2+ax+1=0
possuam pelo menos uma raiz comum.
Solucéo:
Aplicando relagéo para as equagoes.
(ot-r—zo-C)z2 =(a-q—p-b)b-r—q-c)

~ x“+x+a=0
Equagoes {xz +ax+1=0
1-1-1-a))?=1-a—-1-1)(1-1-a?
1-a)?=(a—1D(A —a?)
1-a)?-(a-1)1-a®>)=0
1-a?+0-a@-a)(1+a)=0
1-a?’+(0-a)?(1+a)=0
1-a)?[1+(1+a)]=0
1-a)?@+2)=0
Temosa; =1oua, = —2
Observa-se que se a = 1 temos duas raizes comuns,
pois temos equacdes equivalentes, se a = —2 temos
apenas uma raiz comum.

Calcule a para que as equagdes {

Exemplo 24.

Calcular m  para

{ x> —6x+m=0

x> —11x+6m =20

Solucéo:

Aplicando relagdo para as equagoes.

(a-r—p-6)2= (@a-q—p-b)(b-r—q-c)

Equag(”)es{ o 6x +m =0
x“—1lx+6m=20

(6m —m)? = (=11 + 6)(=36m + 11m)

(5m)? = =5(—25m) = 25m? = 125m

25m? —125m=0=25m(m—-5) =0

Temosm; = 0oum, = 5.

que as  equacOes

e tenham uma raiz comum.

Exemplo 25.

O conjunto dos valores de m para o qual as
3x2—8x+2m=0
2x2=5x+m=0
apenas uma raiz real comum é:

equacdes { possuam uma e

Solucao:

Aplicando relagao para as equagoes.

(a-r—p-6)2= (a-q—p-b)(b-r—q-c)
~ f3x“—=8x+2m =0

Equagoes{ 2x>—5x+m=20

(3m — 4m)? = (—15+ 16)(—8m + 10m)

(-m)?=12m)=>m(m—-2)=0

Temos m,; = 0 oum, = 2; logo m € {0, 2}

Consideracoes finais.

O presente trabalho se embasou em critérios
matematicos para obter os principais resultados en-
volvendo as relagdes entre coeficientes e raizes de
equacdes quadraticas. Os resultados sdo usados para
equacionar e resolver problemas do cotidiano. Espe-
ramos que esse estudo, contribua para alunos da es-
cola regular, participantes de concursos em geral e
para os que se dedicam as olimpiadas de matema-
tica. Temos certeza de que as questdes propostas
atendem os alunos de diversos niveis, facilitando as-
sim 0 éxito de cada estudante. Pelo fato de a equacgéo
quadratica apresentar uma riqueza tanto em relacdes
quanto em aplicacBes, é impossivel circunscrever
todas as relacdes nesse trabalho, dai a importancia
de expandir o tema em outros trabalhos e outros au-
tores. E recomendavel que os leitores experimentem
a veracidade das relagdes usando as raizes das equa-
coes.

Siglas.
WMTC: World Mathematics Team Championship
CN: Colégio Naval
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